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Abstrat
On a ompat oriented four-manifold with an orientation preserving involution c, we ount so-
lutions of Seiberg-Witten equations, whih are moreover symmetrial in relation to c, to onstrut
real Seiberg-Witten invariants. Using Taubes' results, we prove that on a sympleti almost om-
plex manifold with an antisympleti and antiholomorphi involution, this invariants are not all
trivial, and that the anonial bundle is represented by a real holomorphi urve.
Résumé
Sur une variété ompate de dimension 4 orientée possédant une involution c préservant l'ori-
entation, nous omptons les solutions symétriques par rapport à c des équations de Seiberg-Witten
pour dénir des invariants réels de Seiberg-Witten. Dans le as d'une variété sympletique presque
omplexe munie d'une involution antisympletique et antiholomorphe, nous utilisons les résultats de
Taubes pour démontrer d'une part que les invariants réels ne sont pas tous nuls, d'autre part que le
bré anonique de la variété est représenté par une ourbe réelle holomorphe.
Code matière AMS : 14P25, 53D05, 57R57.
0.1 Introdution
Peu après l'apparition dans [Wi℄ des invariants de Seiberg-Witten, Taubes montre que es invari-
ants ne sont pas tous triviaux sur une variété sympletique. Il en déduit, entre autres, l'existene de
ourbes J-holomorphes représentant le bré anonique de la variété.
Le but de et artile est d'établir une version réelle de es résultats, 'est à dire d'obtenir des
ourbes non seulement holomorphes, mais aussi invariantes par une struture réelle sur la variété
sympletique. Plus préisément, onsidérons une variété sympletique réelle (X,ω, J, c), où ω et
une forme sympletique, J une struture presque omplexe ompatible ave ω, et c une involution
J-antiolomorphe et antisympletique. Nous démontrons le résultat suivant :
Théorème 1 Soit (X,ω, J, c) une variété de dimension 4 sympletique ompate réelle, vériant
b+ > 1. Alors le bré anonique est représenté par une ourbe J-holomorphe invariante par c, a
priori singulière.
Pour ela, nous nous plaçons plus généralement dans une variété riemannienne (X, g) de dimen-
sion 4 orientée munie d'une involution c isométrique et préservant l'orientation. Nous dénissons
d'abord la notion de struture de Spin
c c-réelle. Sur es strutures, la diérentielle dc agissant sur
le bré des repères orthonormés orientés se relève en une involution antilinéaire. Cette struture est
néessaire pour pouvoir onstruire des ourbes réelles. En eet, dans une variété presque omplexe
réelle, la struture standard tordue par un bré en erles représenté par une ourbe J-holomorphe
réelle est c-réelle. Il est faile de onstater que la struture standard tordue par le bré anonique
vérie ette ondition néessaire.
Nous onsidérons alors les solutions symétriques par rapport à c des équations de Seiberg-
Witten. L'espae des solutions, tout omme dans le as lassique, jouit de propriétés d'invariane,
de lisséité, de ompaité, d'orientabilité, et permet de dénir un invariant SW (s, c) ∈ Z indépendant
de la métrique pour laquelle c est isométrique, et vériant pour tout diéomorphisme f de la variété
SW (f∗s, fcf−1) = SW (s, c).
Dans le as d'une variété presque omplexe sympletique réelle, la démonstration par Taubes du
as lassique s'adapte à notre situation et permet de démontrer que l'invariant réel est non nul pour
la struture standard, twisté ou non par le bré anonique.
Pour onstruire une ourbe J-holomorphe représentant le bré anonique, Taubes utilise une
suite de déformations des équations lassiques. L'invariant étant indiérent à es déformations, sa
non trivialité implique à haque étape l'existene d'une solution. En remarquant qu'une solution
dénit entre autres une setion du bré anonique (dans le as twisté), Taubes montre ensuite que
que la suite du lieu des zéros de es setions onverge vers une ourbe J-holomorphe. Sans auun
eort supplémentaire que elui de onstater que ette suite de zéros est invariante dans notre as
par l'involution c, nous obtenons le théorème 1.
Perspetives. Taubes [Ta2℄ a en fait établi que les invariants de Seiberg-Witten sur une variété
sympletique sont égaux à un ertain type d'invariants de Gromov-Witten. Ceux-i ompte le nombre
de ourbes J-holomorphes de degré xé passant par un ertain nombre de points xes. Dans un travail
à venir, nous espérons montrer de façon analogue que les invariants réels que nous avons onstruits
sont égaux à un ertain type d'invariants de Welshinger [We℄, omptant des ourbes J-holomorphes
réelles.
Résumé des parties de l'artile. Dans la première partie, nous onstruisons les invariants réels
de Seiberg-Witten, dans un adre général. Nous expliquons d'abord quelles sont les strutures de
Spin
c c-réelles. Ensuite nous montrons que l'involution se relève aux objets naturellement assoiés à
une struture de Spin
c c-réelle : espaes de spineurs, espae des onnexions sur l'espae des spineurs.
Nous dénissons les équations réelles de Seiberg-Witten, puis nous étudions les propriétés de l'espae
des solutions, en partiulier sa dimension. Dans la deuxième partie, nous montrons d'une part que
dans une variété sympletique réelle, les invariants onstruits ne sont pas tous nuls, et d'autre part
que quand l'invariant d'une struture de Spin
c
est non nul, on peut assoier à elle-i une ourbe
J-holomorphe réelle.
1 Constrution d'un invariant réel de Seiberg-Witten
Soit X une variété lisse de dimension 4 orientée, munie d'une involution c lisse préservant l'ori-
entation. Il existe toujours une struture riemanienne ompatible ave ette situation topologique :
Lemme 1 L'ensemble Met(X, c) des métriques riemaniennes pour lesquelles c est une isométrie est
un onvexe non vide.
Démonstration . Il est lair que Met(X, c) est un onvexe. Montrons qu'il est non vide. L'ensemble
des métriques riemannienne sur X de volume 1 est un onvexe ompat, et l'appliation ontinue
qui à une métrique g assoie le tiré en arrière c∗g laisse et ensemble invariant. En eet,
∫
X
volc∗g(x) =
∫
X
det dxc .volg(c(x)) =
∫
X
det dxc . det dc(x)c .volg(x) =
∫
X
volg(x).
Le théorème de Shauder implique maintenant le résultat. ✷
1.1 Strutures réelles
1.1.1 Une remarque élairante pour la suite
Soit f : C2 → C une appliation lisse dénie sur le plan omplexe. Si f est holomorphe, l'in-
volution antilinéaire κ(f) dénie par κ(f)(z) = f¯(z¯) est également holomorphe. Si de plus f est
invariante par κ, alors le lieu des zéros de f est une sous-varété analytique omplexe réelle, 'est à
dire invariante par onjugaison. La suite de ette setion explique omment onstruire des équivalents
de κ sur un bré en droites, puis sur les objets assoiés à une struture de Spinc.
2
1.1.2 Fibrés en erles c-réels
Soit Q un bré prinipal en erles. Il nous faut savoir quand il est possible de relever c en une
involution antilinéaire sur Q. Pour ela, nous avons besoin des groupes et du faiseau suivants :
G = {f ∈ Γ(X,U(1))}
rG = {f ∈ Γ(X,U(1)), f ◦ c = f}
rGα = {f ∈ Γ(Uα,U(1)), f ◦ c = f}
Remarque : Sans perte de généralité, on a supposé et on supposera toujours que les ouverts de
trivialisation Uα sont invariants par c.
Lemme 2 Soit Q un U(1)-bré prinipal sur X. L'appliation c : X → X se relève en une applia-
tion cQ : Q→ c∗Q vériant
cQ(λψ) = λ¯cQ(ψ)
pour toute appliation λ ∈ G et toute setion ψ ∈ Γ(Q) si et seulement si c∗Q ⊗ Q est trivial en
tant qu'élément de H1(X,G). Il existe une telle appliation involutive si et seulement si c∗Q ⊗ Q
est trivial en tant qu'élément de H1(X, rG). Dans e dernier as, l'ensemble de telles involutions est
isomorphe à rG.
Démonstration . Si hαβ ∈ U(1) sont les fontions de transition de Q ∈ H1(X,U(1)), le bré c∗Q⊗Q
a pour fontions de transitions hαβ(c)hαβ . Ces fontions sont des éléments du faiseau rG, et don
dénissent un élément de H1(X, rG).
Maintenant, soient ǫα des trivialisations loales de Q, telles que ǫα = hαβǫβ . Si l'involution se
relève, il existe des fontions κα ∈ Γ(Uα,U(1)) telles que cQ(ǫα) = καǫα(c). On a alors
h¯αβ(c)κβ = καhαβ ,
e qui montre que le oyle {hαβ(c)hαβ} est nul dans H1(X,U(1)), et don que c∗Q = −Q. Si
maintenant l'appliation cQ est une involution, on a κα ∈ rGα, e qui signie ette fois que le oyle
{hαβ(c)hαβ} est nul dans H1(X, rG). La réiproque suit la voie inverse. Enn, soit cQ un relèvement
involutif de c à Q. Il est faile de vérier que toute autre relèvement involutif est un produit de cQ
par un élément de rG. ✷
Dénition 1 Un bré Q est dit c-réel s'il existe une involution antilinéaire de Q dans c∗Q.
Les propositions suivantes montrent que ette dénition est naturelle :
Proposition 1 Soit (X, J) une variété presque omplexe, et c une involution J-antiholomorphe. Si
C est une ourbe J-omplexe plongée dans (X, J), invariante par c, alors le U(1)-bré assoié est
c-réel.
Démonstration . Supposons d'abord que J est intégrable. Soient (fα) des appliations holomorphes
irrédutibles dénissant loalement C. L'antiholomorphie de c implique que f¯α(c) est holomorphe,
et l'invariane de C par c implique que fα et f¯α(c) s'annulent en même temps. Il existe don des
appliations gα holomorphes ne s'annulant pas et des entiers positifs m, telles que f¯α(c) = gαf
m
α .
On a don aussi
fα = g¯α(c)f¯
m
α (c) = g¯α(c)g
m
α f
m2
α .
L'appliation g¯α(c)g
m
α est holomorphe, don l'égalité n'est possible que si m = 1. De plus gαg¯α(c)
vaut 1 en dehors de C et don partout. On a don gα/|gα| ∈ rGα. Maintenant, le oyle
{hαβ = fα|fα|
|fβ |
fβ
}
dénit le bré en erles assoié à C, et puisque hαβ(c)hαβ = gβ/|gβ|.|gα|/gα, le bré est c-réel.
Le as général se ramène au as intégrable après avoir remarqué qu'il est possible de onstruire
une struture presque omplexe intégrable sur Uα égale à J aux points de C. ✷
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Proposition 2 Soit (X, J) une variété presque omplexe munie d'une involution J-antiholomorphe.
Alors le bré antianonique K−1 est c-réel.
Démonstration . Le bré K−1 est identié aux 2-oveteurs omplexes de type (0, 2). L'appliation
cK−1 qui envoie ω sur ω ◦ dc−1 relève c, préserve K−1, est antilinéaire et involutive. ✷
1.1.3 Une involution sur Spin
c(X)
Un bré en erles Q est c-réel si, entre autres, c∗Q = −Q. Avant de dénir la notion de struture
de Spin
c c-réelle, nous rappelons la onstrution de l'involution sur Spinc(X) envoyant une struture
de Spin
c
s de bré déterminant Q sur la struture de Spinc −s de bré déterminant −Q.
Disussion loale. Ce paragraphe reprend l'exposé de Morgan dans son livre [Mo℄, pp. 100-102.
Dénissons d'abord la onjugaison omplexe sur l'algèbre de Cliord omplexe Cl(4) ⊗ C. Elle
applique simplement e sur e¯. Par indution sur Spinc(4) ⊂ Cl(4)⊗C, on obtient la onjugaison sur
Spin
c(4).
On sait que Cl(4) est isomorphe en tant qu'algèbre à Mat(2,H), où H est le orps des quater-
nions. Cet ensemble agit sur H ⊕ H par multipliation matriielle quaternionique à gauhe, tandis
que l'ensemble des omplexes C agit à droite par multipliation à droite par i. Maintenant, la mul-
tipliation à droite par j dénit une appliation τ de H ⊕ H dans lui-même vériant pour tout
e ∈ Cl(4)⊗ C et tout s ∈ H⊕H
τ(e · s) = e¯ · τ(s).
Globalisation. Soit maintenant P le SO(4)-bré prinipal des repères orthonormés direts. Si s
une struture de Spin
c
, s est un revêtement double de P ×X Q, où Q est le U(1)-bré déterminant
de s. L'appliation induisant l'identité sur P et la onjugaison omplexe sur Q dénit par tiré en
arrière une nouvelle struture de Spin
c
notée −s. On remarque que le bré déterminant de −s est
−Q. Il existe alors une appliation antilinéaire
τ : s→ −s.
Cette appliation dénit un isomorphisme antilinéaire
τS : S(s)→ S(−s),
où S(s) est le bré de spineurs s×
Spin
c(4) H⊕H = S+ ⊕ S−. On a de plus par onstrution
τS(e · ψ) = e¯ · τS(ψ)
pour toute setion e de Cl(TX) ⊗ C ≃ TX ⊗ C et toute setion ψ de S(s). Enn, τS préserve la
déompostion en spineurs positifs et négatifs.
1.1.4 Strutures de Spin
c
réelles
La diérentielle dc dénit un morphisme dc : P → c∗P relevant c : X → X . Appelons Cs
l'ensemble des relèvements de dc à s antilinéaires.
Proposition 3 Soit s une struture de Spin
c
et Q son bré déterminant. Si Q est c-réel, s dénit
naturellement un élément µ de H1(X,Z2), tel que µ = 0 si et seulement si c
∗
s = −s. Dans e as
Cs 6= ∅, et il existe un élément ǫ(s) ∈ Z2 tel que ∀cs ∈ Cs, c2s = ǫ(s)Id.
Démonstration . Soit eα une trivialisation de P , et gαβ les fontions de transition à valeurs dans
SO(4) vériant eβ = eαgαβ. Nommons de plus e˜α des trivialisations du bré s, g˜αβ les fontions de
transitions de s et hαβ = det g˜αβ elles de Q. Supposons enn que les e˜α(resp. g˜αβ) sont des relevés
de eα (resp. gαβ). Soit kα des appliations à valeurs dans SO(4), telles que
dxc(eα) = eα(c(x))k
−1
α (x),
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et κα des appliations appartenant à rGα telles que
hαβ(c) = κ
−1
α h¯αβκβ .
Choisissons des relevés arbitraires k˜α à Spin
c(4) des fontions kα × κα. Les oyles
k˜−1α (g˜αβh¯αβ)k˜β
et g˜αβ(c) ont même image par projetion sur SO(4) × U(1), si bien qu'ils ne dièrent que d'un
signe µαβ . Leur rapport dénit don un élément {µαβ} ∈ H1(X,Z/2Z). Si µ est nul, il existe des
onstantes ηα ∈ {±1} telles que µαβ = ηα/ηβ . Alors l'appliation
cs(e˜α) = e˜α(c)k˜
−1
α ηα
est bien dénie. En projetant sur les deux fateurs SO(4) et U(1), on onstate que c2
s
= ±Id. ✷
Dénition 2 Sous les hypothèse de la proposition préédente, on dira que s est c-réelle si ǫ(s) = 1.
1.1.5 Struture réelle et bré de spineurs
Proposition 4 Soit s une struture de Spin
c c-réelle. Alors il existe une isométrie antilinéaire
κS : Γ(S)→ Γ(S) stable pour les deux sous-brés S+ et S−, et induisant sur Γ(End(S)) ≃ Ω∗(X,C)
le tiré en arrière barré :
κΩ(ω) = c∗ω.
Démonstration . On a vu qu'il existait une appliation antiomplexe τS : S(s)→ S(−s) induisant la
onjugaison sur les formes omplexes sur X . Puisque s est réelle, on a d'autre part −s = c∗s, e qui
donne un isomorphisme νS : S(−s)→ S(c∗s) tel que pour tout hamp de veteur e,
νS(e · ψ) = dc(e) · νS(ψ).
Au total, on obtient une appliation cS : S(s)→ S(c∗s) telle que l'appliation
κS : Γ(S) → Γ(S)
κS(ψ) = cS ◦ ψ ◦ c
vérie, en identiant de faon naturelle TX ave T ∗X ,
κS(ω · ψ) = κΩ(ω) · κS(ψ).
Enn par onstrution l'appliation laisse stable les deux omposantes S± de S. ✷
1.1.6 Involution sur l'espae des onnexions
Commençons par l'espae A(Q) des onnexions unitaires d'un U(1)-bré Q.
Proposition 5 Soit Q un U(1)-bré prinipal c-réel. Alors il existe une involution antilinéaire κA
de A(Q) dans lui-même, telle que la ourbure FκA(A) vérie
FκA(A) = κΩ(FA).
Démonstration . SoitA une onnexion hermitienne sur Q. Si ǫα est une trivialisation loale de Q, il
existe des 1-formes Aα à valeurs dans R telles que Aǫα = iAαǫα. Par ailleurs, puisque Q est c-réel,
il existe des fontions κα à valeurs dans rGα telles que cQǫα(c) = ǫακ−1α . Soit κA(A) la onnexion
dénie par
κA(A)ǫα = (−ic∗Aα + d log κα)ǫα.
On vérie failement que ette onnexion est bien dénie et qu'elle est involutive. La ourbure de A
est FA = d(iAα) = d(iAβ), et don la ourbure de son image est d(−ic∗Aα) = κΩ(FA). ✷
Rappelons la proposition suivante :
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Proposition 6 Soit s une struture de Spin
c
et Q son bré déterminant, ainsi qu'une onnexion
unitaire A sur Q. Alors il existe une unique onnexion ∇A sur l'espae des spineurs induisant la
onnexion de Levi-Cività ∇ sur P et la onnexion A sur Q.
Lemme 3 Soit s une struture de Spin
c c-réelle, et Q son bré déterminant. Pour toute onnexion
A ∈ A(Q) on a les relations de ommutation suivantes :
∇ = κΩ∇κΩ,
∇κA(A) = κS∇AκS .
Démonstration . Soient (ei) une setion orthonormée de TX sur Uα. La onnexion de Levi-Cività
s'érit
∇ei =
4∑
i=1
ωijej,
où ωij sont des 1-formes à valeurs réelles. Composons par le tiré en arrière de c :
c∗∇ei =
∑
c∗ωijc
∗ej.
Nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 4 Soient e′i = c
∗ei. Si ω
′
ij est l'ensemble des 1-formes dénissant la onnexion de Levi-
Cività dans la base orthonormée e′i, alors on a ω
′
ij = c
∗ωij .
Démonstration . En eet, si ∇ej(ei) =
∑
Γkijek, ave
Γki,j =
1
2
gil(gjl,k + gkl,j − gjk,l),
où gil dénit la métrique duale et gjl,k = dgjl(ek). Dans la trivialisation e
′
i, les g
′
ij égaux à gij ar c
est une isométrie, et don g′jl,k = c
∗gjl,k. Au total, on onstate que Γ
k′
ij = c
∗Γkij . ✷
Grâe à e lemme, on obtient don aisément que κΩ∇κΩ = ∇. Maintenant soit A ∈ A(Q). La
onnexion spinorielle ∇A s'érit en oordonnées
∇A = AαId+
4∑
i=1
ωi,jei · ej ,
où · est la multipliation de Cliord. Grâe au résultat sur la onnexion de Levi-Cività, il est alors
aisé de onstater que ∇κA(A) = κS∇AκS . ✷
1.2 Equations réelles de Seiberg-Witten
Les équations que nous dénissons sont elles de Seiberg-Witten, mais nous imposons aux in-
onnues, 'est-à-dire un spineur positif et une onnexion, d'être invariants par l'involution réelle.
Rappelons, avant de dérire l'espae des solutions, les équations lassiques.
1.2.1 Les strutures supplémentaires
Formes autoduales. Rappelons que si {e1, e2, e3, e4} est une base orthonormale loale direte,
l'étoile de Hodge est dénie de la façon suivante :
∗ : Λ2TX → Λ2TX
ei ∧ ej → er ∧ es
où (i, j, r, s) est une permutation paire de (1,2,3,4). Par ailleurs via l'isomorphisme entre Λ∗TX ⊗C
et End(S), le sous-espae Λ2+TX⊗ iR s'identie ave les endomorphismes de S+ hermitiens de trae
nulle.
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Opérateur de Dira. Soit ψ un spineur, 'est à dire une setion du bré S, et ∇A une onnexion
sur S. La dérivée ∇Aψ est une setion de Γ(T ∗X ⊗ S). On peut, en utilisant l'identiation entre
T ∗X ⊗C et End(S), dénir maintenant l'opérateur de Dira DA : Γ(S)→ Γ(S). L'opérateur envoie
une setion de S± sur une setion de S∓. En oordonnées, on trouve
DAψ =
4∑
i=1
ei · ∇eiψ.
L'appliation quadratique q. Soit ψ un spineur positif, 'est à dire une setion de S+. Le
spineur dénit une 2-forme autoduale q(ψ) à valeurs omplexes pures (ou un endomorphisme de S+
hermitien de trae nulle) en posant
q(ψ) = ψ ⊗ ψ¯ − |ψ|
2
2
Id.
Dans une base loale de S+, si ψ = (α, β), on a
q(ψ) =
1
2
( |α|2 − |β|2 2αβ¯
2α¯β −(|α|2 − |β|2)
)
.
1.3 Les équations
Soit X une variété ompate orientée riemannienne munie d'une struture de Spinc. On appelle
Q le bré déterminant assoié, et Γ+×A le produit Γ(S+)×A(Q). Pour toute 2-forme h autoduale,
les équations perturbées de Seiberg-Witten ont pour inonnues un spineur positif ψ et une onnexion
unitaire A sur Q :
(ψ,A) ∈ Γ+ ×A
DAψ = 0
F+A = q(ψ) + ih,
où F+A est la partie autoduale de la ourbure de la onnexion A.
1.4 Les équations réelles
Les équations réelles de Seiberg-Witten que nous dénissons sont les mêmes, sauf que l'on impose
à ψ et A d'être invariants par les involution κS et κA onstruites préédemment ; si
rΓ± = {ψ ∈ Γ±, κSψ = ψ}
rA = {A ∈ A(Q), κA(A) = A}
aΩ∗ = {ω ∈ Ω∗(X,R), κΩω = −ω}
les équations Eh(s, c) sont dénies par
(ψ,A) ∈ rΓ+ × rA
DAψ = 0
F+A = q(ψ) + ih,
où h est une 2-forme auto-duale anti-c-réelle, 'est à dire h ∈ aΩ2+. On notera Mh(s, c) l'ensemble
des solutions de Eh(s, c).
Groupe de jauge. Le sous-groupe rG ⊂ G agit sur l'espae rΓ+ × rA de la façon suivante :
f . (ψ,A) = (gψ, A+ gd(g−1)).
Il est faile de vérier qu'il laisse invariant Mh(s, c). Par ailleurs le stabilisateur d'un élément (ψ,A)
est trivial si ψ n'est pas le spineur nul, et est égal à Z2 sinon. Dans le premier as on dira que
le ouple (ψ,A) est irrédutible. Enn, on note Mh(s, c) l'ensemble des lasses d'équivalenes de
Mh(s, c) sous l'ation de rG.
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1.5 Propriétés de l'ensemble des solutions
1.5.1 Le théorème prinipal
Dénition 3 On appelle aH1 (resp. aH2+) l'espae des 1-formes (resp. 2-formes autoduales) réelles
harmoniques anti-c-réelles, i.e aH1 = H1 ∩ aΩ1 (resp. aH2+ = H2+ ∩ aΩ2).
Théorème 2 Soit (X, c, g) une variété réelle ompate telle que dim aH2+ > 0. Alors pour toute
2-forme h anti-c-réelle autoduale générique, et toute struture de Spinc c-réelle s, l'espae Mh(s, c)
est une variété ompate orientée de dimension
d = dim aH1 − dim aH2+ +
1
8
(c1(Q)
2 − τ),
où τ est la signature de X et Q le bré déterminant de s.
Si d est stritement positive, hoisissons un point base dans X , et soit rG0 l'ensemble des éléments de
rG valant 1 en e point. SoitM0h(s, c) le quotient de Mh(s, c) par e sous-groupe. Alors la projetion
M0 sur M dénit un bré U(1)-prinipal. Notons µ la première lasse de Chern de e bré. Nous
pouvons maintenant dénir les invariants réels de Seiberg-Witten.
Dénition 4 • Si la dimension d i-dessus est stritement négative ou impaire, SWh(s, c) = 0.
• Si d est nul, SWh(s, c) est le nombre le nombre d'éléments de Mh(s, c) omptés ave leur signe.
• Si d est stritement positive et paire,
SWh(s, c) =
∫
Mh(s,c)
µd/2,
Proposition 7 Si dim aH2+ > 1, l'invariant déni i-dessus est indépendant de la perturbation h et
de la métrique pour laquelle c est isométrique. On appelle SW (s, c) et entier relatif. De plus, si f
est un diéomorphisme sur X on la relation :
SW (s, fcf−1) = SW (f∗s, c).
Nous allons démontrer e théorème en plusieurs temps. D'abord nous analyserons les problèmes
d'indies, ensuite elui de la transversalité, et enn elui de la ompaité.
1.5.2 L'indie
Le lemme suivant, basé sur les relations de ovarianes du lemme 3, établit la ovariane des
équations de Seiberg-Witten sous l'ation des involutions κS etκA.
Lemme 5 Soit l'appliation f dénie par
f : Γ+ ×A× Ω2+ → Γ− × iΩ2+
(ψ, A, h) 7→ (DAψ, F+A − q(ψ)− ih).
On a alors f ◦ (κS , κA, κΩ) = (κS , κΩ) ◦ f . On peut don dénir par restrition l'appliation :
fr : rΓ
+ × rA× aΩ2+ → rΓ− × iaΩ2+,
Démonstration du lemme. Rappelons en eet que ∇Aψ est à valeurs dans T ∗X ⊗ S+, et DA fait
simplement agir multipliation de Cliord de T ∗X sur S+. On a don
DA = Aα · Id+
4∑
i=1
ωi,j · ei · ej .
Grâe au lemme 3, on obtient que κSDA = DAκS . Pour la deuxième oordonnée de l'appliation, il
sut d'abord de remarquer que d'une part FA = dAα, ensuite que (κΩF )
+ = κΩ(F
+) puisque c est
une isométrie. Montrons enn que q ◦ κS = κΩ ◦ q. On a q(ψ) = ψ ⊗ ψ¯ − |ψ|2Id, e qui donne
q(κSψ) = κSψ ⊗ κSψ − |κSψ|2Id = κΩ(ψ ⊗ ψ¯)− c∗|ψ|2κΩ(Id) = κΩ(q(ψ)).
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✷Etudions maintenant la linéarisation de fr. Remarquons d'abord les égalités suivantes onernant
les tangents :
T (rΓ+ × rA × aΩ2+) = rΓ+ × iaΩ1 × aΩ2+
T (rΓ− × iaΩ2+) = rΓ− × iaΩ2+.
La linéarisation de fr donne :
dfr : T (rΓ
+ × rA× aΩ2+) → T (rΓ− × iaΩ2+)
(ψ′, a, h′) 7→ (DA(ψ′)− ia · ψ ; (ida)+ − 2q(ψ, ψ′)− ih′).
L'algèbre de Lie du groupe de jauge rG est par ailleurs iaΩ0. Nous avons don à aluler l'indie du
omplexe suivant, tiré de la linéarisation en une solution (ψ,A) de l'ation de rG et des équations
réelles de Seiberg-Witten :
iaΩ0 → rΓ+ × iaΩ1 × aΩ2 dfr−→ rΓ− × iaΩ2+,
la première èhe étant donnée par f 7→ (−fψ, 2df, 0). L'indie d'un opérateur ne dépendant que
de la partie prinipale de l'opérateur, le omplexe elliptique préédent se résume en la somme de
deux omplexes, aΩ0
d→ aΩ1 d
+
→ aΩ2+, et 0→ rΓ+ DA→ rΓ−.
An de aluler l'indie du seond omplexe, on remarque que la mutlipliation omplexe à
droite sur Γ+ envoyant ψ sur ψ.i envoie rΓ± sur aΓ±. Cette appliation est linéaire et inversible, et
ommute ave l'opérateur DA. On obtient don Ind DA|rΓ+ =
1
2 Ind DA.
En e qui onerne l'indie du premier omplexe, nous avons le
Lemme 6 L'indie du omplexe aΩ0
d→ aΩ1 d
+
→ aΩ2+ est égal à − dimaH1 + dim aH2+.
Démonstration . L'indie du omplexe est égal à la somme alternée des dimensions des groupes
de ohomologie assoiés à la suite. Le premier groupe est simple à aluler : si f est une fontion
vériant à la fois df = 0 et c∗f = −f , f est la onstante nulle.
Si α appartient à oker d|aΩ0 ∩ ker d+, alors α est orthogonale à d(aΩ0). Si f est une fontion
quelonque à valeurs réelles, f = fr + fa, où c
∗fr = fr et c
∗fa = −fa. On a alors
(α, df) = (α, dfr) = (c
∗α, c∗dfr) = (−α, dfr) = 0.
Cela signie que δα = ⋆d ⋆ α = 0. Puisque 2d+α = dα + d ⋆ α, α est en fait harmonique. Le seond
groupe de ohomologie est don aH1.
Calulons maintenant le troisième groupe de ohomologie du omplexe. Si ω ∈ aΩ2+ est dans
oker d+|aΩ1 , on démontre omme préédemment qu'il est en fait orthogonal à d
+Ω1(X,R), e qui
ajouté à l'autodualité de ω implique que ω est harmonique, et que le troisième groupe est aH2+. ✷
1.6 Transversalité
Tout omme dans le as lassique, on démontre d'abord grâe au théorème de Sard-Smale que
pour une perturbation h générique, Mh(s, c) est une variété lisse de la dimension d, aux points
irrédutibles. L'élément à vérier dans notre as est que dfr est surjetive aux solutions irrédutibles
de Eh(s, c). Ensuite, l'élimination des solutions irrédutibles se fait par le lemme suivant, où la
ondition dim aH2+ > 0 est utilisée.
Lemme 7 Si dim aH2+ > 0, alors pour toute perturbation h générique, pour toute struture s de
Spin
c
réelle, il n'y a pas de solution rédutible de Eh(s, c).
Démonstration . S'il existait une solution rédutible, on aurait F+A = ih, ave A et ih c-réels.
En érivant A = A0 + ia, ave a ∈ aΩ1 et A0 une onnexion base sur le bré déterminant, on
onstate que l'image par F+A de l'ensemble des solutions réelles réduibles est un espae ane. Si la
perturbation autoduale ih est orthogonale à ette image, on démontre omme préédemment que h
est harmonique. La odimension de l'image est don dim aH2+. ✷
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1.7 Orientation
Nous renvoyons au livre de Morgan [Mo℄ pour la disussion sur l'orientation dans le as lassique,
et qui s'applique mutatis mutandis à notre situation. Nous ne donnons que la
Proposition 8 Le hoix d' orientations sur aH1 et sur aH2+ détermine une orientation surMh(s, c)
pour toute perturbation h.
1.8 Compaité
La ompaité des variétés Mh(s, c) se déduit de la ompaité du as lassique en remarquant
que la ondition d'être c-réel est une ondition fermée.
1.9 Une involution dans la théorie
Tout omme dans le as lassique, on a grâe à l'involution sur Spin
c(X) dérite au paragraphe
1.1.3 la
Proposition 9 Soit s une struture de Spin
c c-réelle. Alors −s est aussi c-réelle, et de plus SW (s, c) =
±SW (−s, c).
Démonstration . Si cs est une involution antilinéaire dénie sur s, et τ est l'appliation antilinéaire
dénie préédemment de s dans −s, alors c−s = τ ◦ cs ◦ τ dénit une struture réelle sur −s. De plus
l'appliation
Γ+(s)×A(Q) → Γ+(−s)×A(−Q)
(ψ,A) 7→ (τS(ψ), A∗)
induit un isomophisme entre les solutions de SWh(s, c) et elles de SW−h(−s, c). On en déduit le
résultat. ✷
2 Calul de l'invariant pour une variété sympletique
Comme dans le as lassique, les travaux de Taubes [Ta1℄ permettent de aluler les invariants
réels de Seiberg-Witten pour ertaines strutures de Spin
c
sur une variété sympletique réelle.
2.1 Strutures de Spin sur une variété sympletique
2.1.1 Stuture anonique
Soit (X,ω, J) une variété sympletique munie d'une struture presque omplexe J ompatible
ave ω, 'est à dire g = ω(., J.) est une métrique riemanienne. Grâe à J , le groupe de transformation
SO(4) de P se réduit à U(2) et permet de dénir une struture naturelle de Spinc s0. En eet, le
plongement j : U(2)→ Spinc(4) déni par
j(A) =

 1 00 detA 0
0 A


permet de relever les fontions de transitions gαβ ∈ U(2) à des fontions de transitions g˜αβ ∈ Spinc(4)
dénissant une struture de Spin
c
s0, de bré déterminant le bré antianoniqueK
−1 = Λ0,2. Toutes
les autres strutures de Spin
c
se déduisent de la anonique par la
Proposition 10 Soit L un bré U(1)-prinipal sur X, et L son bré en droites omplexes assoié.
Alors s0 ⊗ L est une struture de Spinc et on a les relations :
S+(L) = L⊕K−1 ⊗ L
S−(L) = Λ0,1 ⊗ L,
detS±(L) = K−1 ⊗ L2.
De plus, toute struture de Spin
c
est de la forme préédente.
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2.1.2 Strutures réelles
Nous pouvons, dans e adre, expliiter quelques strutures naturelles. Donnons d'abord l'ation
de l'algèbre de Cliord Ω(X,C) sur S±(L). Si e est un hamp de veteur de TX qu'on identie ave
son dual par la métrique, et s ∈ Ω0,∗, on a
e.s =
√
2(e0,1 ∧ s− e0,1∠ψ),
où ∠ est l'opérateur de ontration.
Ensuite soit ∇C la onnexion de Chern sur TX . Cette onnexion vérie ∇Cg = 0 ainsi que
∇CJ = 0. Sa torsion est exatement le tenseur de Nijenhuis, si bien que ∇C est la onnexion de
Levi-Cività dans le as Kähler. ∇C induit don une onnexion A0 sur le bré antianonique.
Supposons maintenant que la variété sympletique est réelle, 'est à dire qu'il existe une involution
c antisympletique et J-antiholomorphe. Grâe à la proposition préédente, on a le
Lemme 8 Soit s = s0 ⊗ L une struture de Spinc. Alors s est c-réelle si et seulement si L est
c-réelle. En partiulier, s0 est c-réelle, et la onnexion ∇A0 est c-réelle. Enn, l'opérateur de Dira
DA0 vérie :
DA0 : Ω
0 ⊕ Ω0,2 → Ω0,1
(α, β) 7→ ∂¯α+ ∂¯∗β
Démonstration . Si κL est une involution c-réelle sur L, l'appliation
κS : Γ
±(L) → Γ±(L)
ω ⊗ s 7→ κΩ(ω)⊗ κL(s)
est une involution antilinéaire. En remarquant que l'ation de l'algèbre expliitée plus haut ommute
ave κΩ, on trouve que κΩ(ω · ψ) = κΩ(ω) · κ(ψ).
La onnexion de Chern ∇C est proportionnelle à ∇ + 12J∇J . On en déduit que tout omme
la forme de Levi-Cività, ∇C ommute ave κΩ. En utilisant le lemme 3, on trouve que κA(A0) =
κSA0κS = κΩA0κΩ = κ
2
ΩA0 = A0, et don que A0 est réelle. Enn, on trouvera dans [Ni℄ tous les
détails onernant la forme de Chern ainsi que la démonstration de l'égalité entre DA0 et ∂¯ + ∂¯
∗
. ✷
2.2 Calul de l'indie
Rappelons que la dimension de l'espae des solutions réelles est est égale à− dim aH1+dimaH2++
1
2 Ind DA. Dans le as d'une struture réelle sur une variété sympletique, on a un alul simple de
la première partie de l'indie :
Lemme 9 Soit (X,ω, J, c) une variété sympletique réelle ompate de dimension 4. On a dim aH1 =
1
2b1 et dim aH2+ = 12 (1 + b+).
Démonstration . Pour aluler la dimension de aH1, remarquons que l'appliation
α 7→ J∗α = ⋆(ω ∧ α)
établit un isomorphisme entre aΩ1 et rΩ1. En eet, si c∗α = α, on a c∗(J∗α) = −J∗c∗α = −J∗α.
Maintenant si α est harmonique, J∗α l'est aussi, ar ω est harmonique. On a don la déomposition
H1 = aH1 ⊕ rH1.
Cela implique d'une part que b1 est pair, d'autre part que dim aH1 = 12b1.
Il nous reste don à aluler la dimension de aH2+. Pour ela, rappelons la déomposition des
2-formes autoduales :
Ω2+(X,R) = Ω
0(X,R) . ω ⊕ Ω0,2,
où ω est la forme sympletique et Ω0,2 l'espae (ii onsidéré omme espae vetoriel sur R) des
(0,2)-formes omplexes sur X . Puisque c est J-antiholomorphe, l'appliation α 7→ c∗α envoie Ω0,2
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sur Ω2,0 = Ω0,2 en tant que espaes réels. Si α ∈ Ω2,0 est anti-c-réelle et fermée, J∗α est c-réelle,
fermée et reste dans Ω2,0. On a don un isomorphisme d'espae réels :
Ω2,0 ∩ ker d = aΩ2,0 ∩ ker d⊕ rΩ2,0 ∩ ker d.
L'égalité c∗ω = −ω implique alors que aH2+∩Rω = Rω. On a don dim aH2+ = 1+ 12 dim(Ω2,0∩ker d).
Sahant que dimH2+ = 1 + dim(Ω2,0 ∩ ker d), on obtient dim aH2+ = 12 (1 + b+). ✷
2.3 Calul eetifs des invariants
Nous pouvons énoner maintenant le théorème prinipal onernant les variétés sympletiques :
Théorème 3 Soit (X,ω, J, c) une variété sympletique ompate réelle, vériant b+ > 1, et K son
bré anonique. Alors SW (s0, c) = ±1 et SW (s0 ⊗K, c) = ±1.
Démonstration . Remarquons d'abord que la proposition 8 nous permet de ne démontrer que la
première égalité. La preuve est préisément elle du as lassique. Il faut simplement remarquer que
les perturbations hoisies dans la preuve et la ou les solutions élémentaires trouvées sont c-réelles.
Nous rappelons uniquement les idées de la démonstrations qui susent à établir le résultat.
La perturbation h hoisie est ih = F+A0 − i4ρ2ω, où ρ est une onstante stritement positive
destinée à être très grande. La onnexion A0 est c-réelle, don κΩ(F
+
A0
) = F+A0 . Puisque de plus c
dénit une struture réelle sur la variété sympletique, on a κΩ(ω) = −ω, et don la perturbation
hoisie est c-réelle. Les équations étudiées sont don, dans le as plus général où L n'est pas forément
triviale :
(ψ,A) ∈ rΓ+ × rA
DAψ = 0
F+A = q(ψ) + F
+
A0
− i
4
ρ2 ω,
Sur le bré déterminant Q = K−1 ⊗ L2, une onnexion A peut s'érire A = A0 ⊗ B2, où B est
une onnexion sur L. On utilise B omme nouvelle variable au lieu de A. Les équations dans le as
sympletique presque omplexe se transforment en :
((α, β), B) ∈ rΩ0(L)⊕ rΩ0,2(L)× rA(L)
∂¯Bα+ ∂¯
∗
Bβ = 0
(F+B )
(1,1) =
i
8
(|α|2 − |β|2 − iρ2)ω et F (0,2)B =
α¯β
4
.
Si omme dans l'énoné L est triviale, on a une solution manifestement invariante par κS et κA de
es équations :
((α, β), B) = ((ρ, 0), d).
On démontre (f. [Ta1℄) que pour ρ assez grand, 'est l'unique solution modulo l'ation de G. Or
deux solutions c-réelles G-équivalentes sont néessairement rG-équivalentes, e qui nit de démontrer
le théorème. ✷
Nous parasitons le diile théorème de Taubes pour démontrer :
Théorème 4 Soit (X,ω, J, c) une variété sympletique ompate réelle, vériant b+ > 1 et L un
bré en droite c-réel sur X. Si SW (s0⊗L, c) 6= 0, et L 6= 0, alors il existe une ourbe J-holomorphe
réelle (a priori singulière et non onnexe) représentant le bré L.
Démonstration . Les arguments de Taubes développés dans [Ta1℄ s'appliquent entièrement à notre
situation. Il faut simplement traduire géométriquement le fait qu'on a des solutions réelles.
Si l'invariant de Seiberg-Witten réel SW (s, c) est non nul, alors pour toute perturbation dénie
omme i-dessus, 'est à dire pour toute suite ρn tendant vers l'inni, il existe une solution rélle
aux équations ((αn, βn), Bn). Taubes montre d'une part que la ourbure FBn onverge au sens des
ourants vers une ourbe J-holomorphe C a priori singulière et non onnexe. D'autre part il montre
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que le lieu des zéros de αn tend au sens de Hausdor vers C. Les αn étant des setions du bré L,
C est Poinaré duale à L.
On sait de plus que le spineur (αn, βn) est invariant par κS = κΩ⊗κL. En partiulier κLαn = αn,
e qui implique que pour tout n, le lieu des zéros de αn est invariant par c. La limite au sens de
Hausdor, en l'ourene C, l'est aussi, et le théorème est démontré. ✷
Corollaire 1 Soit (X,ω, J, c) une variété sympletique ompate réelle, vériant b+ > 1. Alors le
bré anonique est représenté par une ourbe réelle.
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